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▪ Multi-Objective Optimization

• 하나의 작업에 요구되는 여러 기준 또는 평가지표를 동시에 최적화하는 방법론

Optimize ℓ 𝜃 = ℓ1 𝜃 ,⋯ , ℓ𝑚 𝜃
⊤

s. t. 𝜃 ∈ Θ Θ ∶ feasible set of parameters

– 이후부터는 각 ℓ𝑖는 손실함수로 간주하며, 모델 파라미터에 대한 그래디언트는  𝑔𝑖로 표기 (즉, 𝑔𝑖 = ∇𝜃ℓ𝑖 𝜃 )

• ‘최적화’를 바라보는 관점에 따라 다양한 기법이 존재

– Pareto-optimality

– Scalarization; (weighted) average of objectives

– Gradient manipulation

▪ Cf) Multi-Task Learning

• 서로 다른 작업에 대한 성능을 동시에 최적화하는 방법에 관한 방법론

• 일반적으로 여러 작업에 걸친 공통 모델과 각 작업에 특화된 개별 모델의 결합으로 구성

Multi-Objective Optimization

1. Introduction
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Multi-Objective Optimization in Finance

1. Introduction
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Task Paper Objective (Max) Objective (Min)

RL-based Trading [2], [4],  [15]

- Profit

- (Average) log-return

- Sharpe ratio

- Liquidity

- Variance of return

- Gap between portfolio and market beta

Pair Trading [6]

- Spread volatility

- Number of times the spread crosses zero

- ADF statistic

- Spread magnitude

Portfolio Optimization [1], [8], [17], [20]

- Profit

- (Average) log-return

- Wealth; Cumulative return

- Skewness of return

- Variance of return

- Value-at-Risk

- Downside risk

- Kurtosis of return



Pareto-Optimal Solution

▪ Pareto-Optimality & Pareto-Stationarity

• Pareto-optimality : 한 목표를 개선하려면 적어도 하나 이상의 다른 목표를 희생해야 하는 상태

𝜃 ∶ Pareto−optimal ⇔ ∄𝜂 s. t. ℓ𝑖 𝜂 ≤ ℓ𝑖 𝜃 ∀𝑖 and ∃𝑗 𝑠. 𝑡. ℓ𝑗 𝜂 < ℓ𝑗 𝜃

• Pareto-stationarity

𝜃 ∶ Pareto−stationary ⇔ 0 ∈ Conv 𝑔1, ⋯ , 𝑔𝑚

– [5]에서 Pareto-stationarity가 Pareto-optimality의 필요조건임을 증명

– Conv 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑘 = σ𝑖𝑤𝑖𝑥𝑖 | σ𝑖𝑤𝑖 = 1, 𝑤1, ⋯ ,𝑤𝑘 ≥ 0 : Convex hull

▪ Multiple Gradient Descent Algorithm (MGDA)

• [5]에서 제안된 Pareto-stationary point로 수렴하는 학습 알고리즘

• MGDA의 적용 및 실용적 개선 : [10], [19]
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Basic Scalarization Approaches

▪ Scalarization

ℓ 𝜃 = ℓ1 𝜃 ,⋯ , ℓ𝑚 𝜃
⊤

에 적당한 함수 𝑓:ℝ𝑚 → ℝ를 적용하여 얻은 ℒ 𝜃 = 𝑓 ℓ 𝜃 ∈ ℝ에 대해 최적화

• 많은 경우 ℒ 𝜃 = σ𝑖𝑤𝑖ℓ𝑖 𝜃 를 사용

▪ 고정된 가중치 사용

• 손실함수의 단순합 또는 고정된 가중치에 대한 가중합을 통해 여러 손실함수를 단일 값으로 취합한 후 일반적인 최적화 방식 적용

▪ 가중치를 무작위로 추출하여 사용

• 가중합에 사용되는 가중치를 매 반복 단계마다 특정 분포로부터 추출

• Ref. [18]
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Dynamic Weight Average[13]

▪ Dynamic Weight Average (DWA)
ℒ 𝜃 = σ𝑖𝑤𝑖ℓ𝑖 𝜃 에 대해, 각 반복 단계 𝑡에서 사용할 각 손실함수의 가중치 𝑤𝑖를 다음과 같이 결정

𝑤1 𝑡 ,⋯ , 𝑤𝑚 𝑡 = 𝑚 ⋅ softmax
𝑟1 𝑡 − 1

𝑇
,⋯ ,

𝑟𝑚 𝑡 − 1

𝑇
, 𝑟𝑖 𝑡 − 1 =

ℓ𝑖 𝑡 − 1

ℓ𝑖 𝑡 − 2

• 𝑇 : temperature (large 𝑇 ⇒ more evenly weighted)

• Large 𝑟𝑖 𝑡 − 1  ⇒ Large 𝑤𝑖 𝑡 : 𝑡 − 1 번째 업데이트에서의 개선 정도가 작을수록 손실함수 계산에 더 크게 반영

▪ 가중치 산출에 그래디언트를 요구하지 않아 속도 저하가 적음

▪ 손실함수 사이의 크기 차이가 큰 경우 학습이 불안정할 수 있어 사전 조정이 필요

• 가중치가 충분히 작더라도 절대적인 개선폭이 커서 다른 손실함수의 개선을 저해할 수 있음
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Dynamic Task Prioritization[7]

▪ Dynamic Task Prioritization (DTP)
ℒ 𝜃 = σ𝑖𝑤𝑖ℓ𝑖 𝜃 에 대해, 각 반복 단계 𝑡에서 사용할 각 손실함수의 가중치 𝑤𝑖를 다음과 같이 결정

𝑤𝑖 𝑡 = FocalLoss 𝜅𝑖 𝑡 ; 𝛾𝑖 = − 1 − 𝜅𝑖 𝑡
𝛾𝑖
log 𝜅𝑖 𝑡

• 𝜅𝑖 𝑡 ∈ 0, 1  : 각 손실함수가 담당하는 목표의 달성도를 평가하는 사전 정의된 외부 지표 (key performance indicator, KPI)

• 𝛾𝑖 ≥ 0 : 가중치가 목표 달성도에 따라 얼마나 민감하게 조정되는지 결정

• Small 𝜅𝑖 𝑡 ⇒ Large 𝑤𝑖 𝑡 : 현재까지의 진척도가 낮을수록(목표 달성이 어려울수록) 손실함수 계산에 더 크게 반영

– Cf. Uncertainty weighting[9] : 목표 달성이 더 쉬울수록 손실함수 계산에 더 크게 반영

▪ KPI의 선택에 따라 같은 알고리즘과 손실함수 하에서도 다른 결과가 나올 수 있음

• 대표적인 KPI가 손실함수와 별도로 존재하는 경우¹가 아니라면 사용하기 어려움

¹분류 문제 : 손실함수는 cross-entropy, KPI는 accuracy

▪ DWA와 마찬가지로, 손실함수 사이의 상대적 크기가 벌어질 경우 학습이 저해될 수 있음
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Gradient Normalization[3]

▪ Gradient Normalization (GradNorm)
각 반복 단계마다 다음 반복 단계에서 사용할 가중치를 아래 알고리즘에 따라 학습

𝑤 𝑡 + 1 ← 𝑤 𝑡 − 𝜂𝑤∇𝑤

𝑖

𝐺𝑖 𝑡 − ҧ𝐺 𝑡 ⋅ 𝑟𝑖 𝑡
𝛼

where 𝐺𝑖 𝑡 = 𝑤𝑖 𝑡 𝑔𝑖 𝑡 , 𝐺 𝑡 =
1

𝑚


𝑖

𝐺𝑖 𝑡 , 𝐿𝑖 𝑡 =
ℓ𝑖 𝑡

ℓ𝑖 0
, 𝑟𝑖 𝑡 =

𝐿𝑖 𝑡

1
𝑚
σ𝑖 𝐿𝑖 𝑡

• 𝛼 : 각 손실함수의 학습 속도를 조절

– 큰 𝛼는 많이 개선된 손실함수에 대한 학습 속도를 더 크게 낮춤

• 업데이트 이후에는 σ𝑖𝑤𝑖 = 𝑚이 되도록 스케일링

▪ 많은 손실함수에 대한 가중치를 파라미터 하나만으로 조정 가능하나, 많은 계산량이 필요
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Project Conflicting Gradient[22]

▪ Project Conflicting Gradient (PCGrad)
임의의 두 그래디언트 사이의 충돌이 발생하는 경우가 없을 때까지 그래디언트를 하나씩 보정

• 그래디언트 𝑔𝑖 , 𝑔𝑗에 대해 𝑔𝑖 , 𝑔𝑗 < 0일 때 두 그래디언트가 ‘충돌’한다고 정의

• 𝑔𝑖가 𝑔𝑗에 충돌하는 경우, 𝑔𝑖를 𝑔𝑗의 normal plane로의 정사영(orthogonal projection)으로 보정

𝑔𝑖 ← 𝑔𝑖 −
𝑔𝑖 , 𝑔𝑗

𝑔𝑗
2 𝑔𝑗

• 모든 보정이 끝난 후, 최종 학습 방향 −σ𝑖 𝑔𝑖을 따라 모델을 업데이트

▪ 기본적인 SGD보다 빠르게 학습이 진행되며, 손실함수가 2개이고 각각이 볼록인 경우 (국지) 최적해로 수렴

• 3개 이상의 손실함수에 대한 이론적 뒷받침은 제시되지 않음

▪ 모든 그래디언트 쌍 𝑔𝑖 , 𝑔𝑗 의 충돌 여부를 계산하기 때문에 손실함수가 많아질수록 계산량 부담이 커짐
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Conflict-Averse Gradient[12]

▪ Conflict-Averse Gradient (CAGrad)
파라미터의 학습 방향 −𝑑를 다음과 같이 결정

max
𝑑∈ℝ𝐷

min
𝑖

𝑔𝑖 , 𝑑 = 𝑔𝑖 𝑑 CosSim 𝑔𝑖 , 𝑑

s. t. 𝑑 − 𝑔0 ≤ 𝑐 𝑔0

• 𝑔0 : 𝑔1, ⋯ , 𝑔𝑚의 평균

• 𝑔𝑖 , 𝑑 : −𝑑를 따라 학습할 때 ℓ𝑖가 개선/저해되는 정도를 측정 (클수록 개선에 크게 기여)

• 실제 구현은 dual form을 이용한 더 간단한 형태의 계산으로 구성됨

▪ 𝑐 ∈ 0, 1 일 때 모델은 Pareto-stationary point로 수렴

▪ 그래디언트의 크기에 민감하게 반응 

• 손실함수의 크기를 사전에 조정하거나 cosine similarity만 고려하는 등의 추가 기법을 고려 가능

• GradNorm[3]을 통해 보정하였을 때 성능이 개선됨을 함께 보고함
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Summary

▪ 다양한 기법에도 불구하고, 첫 접근은 여전히 고정 가중치 방식이 우선; [14], [21]

• 이미지 인식 분야에서, 고정 가중치를 사용한 결과가 여러 기법이 적용된 것과 비슷하거나 더 나은 성능을 보인다는 연구가 있음

• 그러나 가중치 탐색이 넓은 범위에서 많이 이루어지지 않는 경우, 대체로 앞서 소개된 기법을 적용한 결과가 더 나은 성능을 보임

⇒ 충분히 많은 후보를 검증하기 어려운 경우 적용 여부를 고려할 만함

▪ 각 기법마다 개선의 대상이 다르므로 적용하려는 문제(또는 손실함수들)에 대한 특성 파악이 선행되어야 함

• 손실함수 사이의 크기 조정 : [9]

• 손실함수 사이의 학습 속도 조정 : [3], [13], [19]

• 손실함수 사이의 충돌 조정 : [12], [22]

• 학습 난이도에 따른 조정 : [7], [9]

▪ 많은 계산을 요구하는 기법의 개선을 위한 연구가 지속적으로 진행 중

• Ref. [11], [16]
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