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• The Dilemma of Portfolio Optimization

- MVO (Mean-Variance)

Formulation:  min
𝑤

𝜆

2
𝑤𝑇 ෡∑𝑤 − 𝑤𝑇 ො𝜇

Limit: 입력변수의 추정 오차에 민감하며, 이로 인해 out-of-sample(OOS) 성능이 낮음 [1]

- RO (Robust Optimization): 파라미터 공간의 결정론적 최악 상황을 가정

Formulation : min
𝑤

max
(𝜇,Σ)∈𝒰

{
𝜆

2
𝑤𝑇 Σ𝑤 − 𝑤𝑇𝜇}

불확실성 집합의 형태

- Box Uncertainty: 𝒰𝑏𝑜𝑥 = { 𝜇, Σ : 𝜇𝑖 ∈ 𝜇𝑖 , 𝜇𝑖 , Σ ≽ 0};    장점: 계산이 쉽고, 각 자산별 구간 설정 가능 단점: 각 자산간 상관관계 고려 X, 너무 보수적일 가능성 [2,3]

- Ellipsoidal Uncertainty: 𝒰𝑒𝑙𝑙𝑖𝑝 = {𝜇: ∥ 𝜇 − ො𝜇 ∥Σ−1 ≤ 𝛿};   장점: 공분산 구조를 반영, closed solution 단점: 𝛿 를 정하는데 구체적 근거 없음 [3]

Limit: 확률론적 구조를 무시하여 모든 불확실성이 동등하게 취급되며, 이로 인해 구조적 정보 활용 제한➔과도한 보수성

- DRO (Distributionally Robust Optimization): 확률 측도 공간에서의 최악의 상황 가정

:Formulation :  min
𝑤

sup
𝕡∈𝒫

𝔼𝕡[𝐿(𝑤, 𝜉)]

: Limit: 모호성 집합(Ambiguity Set)의 형태를 어떻게 정의할 것인가?
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• General Primal Problem: min
𝑤

sup
𝕡∈𝒫

𝔼𝕡[𝐿(𝑤, 𝜉)]

- 𝐿(𝑤, 𝜉): 포트폴리오 비중 𝑤과 수익률 𝜉 (ambiguity set) 이 주어졌을 때 발생하는 손실

- 𝔼𝕡 ⋅ : 특정 확률 분포 𝕡하에서의 기대 손실➔시장이 𝕡라는 분포(혹은 시나리오)대로 움직인다면 평균적으로 얼마나 손해를 보는가?

- sup
𝕡∈𝒫

: 정의된 모호성 집합 𝒫안에 있는 수 많은 분포들 중, 기대 손실을 가장 크게 만드는 분포를 찾음 (최악의 시나리오 선택)

- min
𝑤

: 최악의 시나리오상에서 손실을 최소화하는 방어적인 비중 𝑤를 선택

• Components:

- Ξ: 불확실한 파라미터 (수익률)의 support set

- ℳ Ξ :Ξ 위에서 정의된 모든 확률 측도 공간

- 𝒫 ⊆ ℳ Ξ : ambiguity set. 참 분포 𝕡𝑡𝑟𝑢𝑒를 포함한다고 신뢰할 수 있는 분포들의 집합

: 미래의 진짜 수익률 분포 𝕡𝑡𝑟𝑢𝑒은 알 수 없지만, 적어도 과거 데이터로 만든 경험적 분포 ෝ𝕡𝑡𝑟𝑢𝑒와 크게 다르지 않을 것이라고 가정

: ෝ𝕡𝑡𝑟𝑢𝑒 주변의 특정 거리 𝜖안에 있는 분포들 중 정답이 있다고 가정하고 집합을 구성

: 이 집합의 크기를 너무 작게 잡으면 MVO(데이터 과신)가 되고, 너무 크게 잡으면 RO(지나친 보수성)가 됨
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• Key Challenge: ambiguity set(𝒫)를 어떻게 정의하는지에 따라 (i) out-of-sample 성능과 (ii) 계산 복잡도가 결정됨

• Moment-based Approach:

- 가장 직관적이고 클래식한 방법으로, 분포의 구체적인 모양보다는 통계적 요약치를 활용

- 핵심 아이디어: 진짜 분포가 어떻게 생겼는지는 모르겠지만, support / mean / covariance 같은 요약치는 신뢰할 수 있다고 가정

• Distance/Divergence-based Approach:

- 최신 DRO연구의 주류를 이루는 방식으로, 분포의 형태가 기준 분포와 얼마나 가까운지를 고려함

- 핵심 아이디어: 진짜 분포는 내가 가진 데이터 분포와 모양이 비슷할 것이기 때문에 모양이 조금 다른 분포들 까지만 고려

A. 𝑓-Divergence (KL, 𝒳2 등)

- 두 확률 분포의 PDF를 직접적으로 비교(density / likelihood ratio)하고, 이를 기반으로 divergence ball (amiguity set) 구성

B. Wasserstein Distance (Current Standard)

- Wasserstein 거리를 측정하여 두 분포 사이에서 거리 값을 산출하여 유사성을 측정
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• Definition: 𝕡𝑡𝑟𝑢𝑒은 모르지만 ො𝜇, ෡∑ 어느정도 믿을 수 있으며, 추정치 주변의 특정 신뢰구간 안에 있는 모든 분포를 고려

𝒫𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 𝛾1, 𝛾2 = 𝑃 ∈ ℳ Ξ :
𝔼𝑝 𝜉 − ො𝜇

𝑇 ෠Σ−1 𝔼𝑝 𝜉 − ො𝜇 ≤ 𝛾1

𝔼𝑝 𝜉 − ො𝜇 𝜉 − ො𝜇 𝑇 ≤ 𝛾2 ෠Σ

- 𝔼𝑝 𝜉 − ො𝜇
𝑇 ෠Σ−1 𝔼𝑝 𝜉 − ො𝜇 ≤ 𝛾1: 실제 평균(𝔼𝑝 𝜉 )이 추정 평균 ( ො𝜇)을 중심으로 하는 타원안에 있음

- 𝔼𝑝 𝜉 − ො𝜇 𝜉 − ො𝜇 𝑇 ≤ 𝛾2 ෠Σ: 실제 2차 모멘트가 추정 공분산(෠Σ)의 일정 배수보다 작거나 같음. ➔실제 리스크가 관측치보다 터무니 없이 크지는 않을 것이라는 가정

• Results:

- S&P500에 포함된 30개 주요 종목; 4개의 자산군을 랜덤하게 뽑아 포트폴리오 구성➔ 300회 반복

- SP(Stochastic Programming): ambiguity set 없이 과거 추정치가 정답이라고 가정 (MVO와 동일)

- Popescu's DRPO: 초기 형태의 Moment-based DRO (1,2차 모멘트를 공유하는 다양한 분포 활용)

- DRPO (proposed): 제안된 모델, 1,2차 모멘트의 불확실성까지 고려

- 불확실한 시장 상황(닷컴버블, 9/11)에서도 제안한 모델이 robust한 성능 달성

• pros and cons:

- 장점: 계산 효율성이 뛰어남(Tractability). 다항시간 내에 SDP로 풀 수 있음을 증명

- 한계: 1,2차 모멘트만 활용하기 때문에 Skewness나 Kurtosis같은 고차 모멘트 정보를 포착하지 못함
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• Definition: 𝕡𝑡𝑟𝑢𝑒은 모르지만, 관측된 데이터의 경험적 분포 ෡ℙ𝑁 과 Wasserstein Distance가 일정 수준 이내인 모든 확률 분포를 고려

𝔹𝜀
෡ℙ𝑁 ≔ ℚ ∈ ℳ Ξ ∶ 𝑑𝑤 ෡ℙ𝑁, ℚ ∈ 𝜀 , 𝑑𝑤 ℚ1, ℚ2 = inf

Π
׬
Ξ2
∥ 𝜉1 − 𝜉2 ∥ Π 𝑑𝜉1, 𝑑𝜉2 , ∥⋅∥은 𝑙𝑝 𝑛𝑜𝑟𝑚

- ෡ℙ𝑁 ≔
1

𝑁
∑𝑖=1
𝑁 𝛿෡𝝃𝒊 , 𝛿𝜉 는 Dirac 분포로 확률 질량이 𝜉에만 집중되어 있음을 나타내며, 관측된 𝑁개의 점 하나하나가 똑같은 확률을 나누어 주었음을 의미

- 관측된 데이터 점들 주변으로 반경 𝜀만큼 떨어진, 실현 가능한 모든 시나리오들의 집합

- RO, Moment-based  DRO 방식 대비 support set 자체가 유동적

• Results:

- 10개의 자산시장 모델 (실제 데이터 X): 𝜉𝑖 = 𝜓 + 𝜁𝑖 , 𝜓 ∼ 𝑁 0,2% , 𝜁𝑖 ∼ 𝑁(𝑖 × 3%, 𝑖 × 2.5%) ➔각 자산의 실제 분포를 알고있는 실험 환경 (OOS 성능 파악)

- 𝜀(x축)을 키울 수록 실선이 내려감 (성능 개선;  MVO의 overfitting 문제 개선)

- 𝜀을 키울 수록 점선이 올라감 (신뢰도 상승;  허용된 리스크 상한을 초과하지 않을 확률 )

- 𝜀이 너무 작으면 과적합, 너무 크면 과도하게 보수적

- 데이터 적을때 DRO 성능이 큰 폭으로 개선

• pros and cons:

- 장점: 데이터가 부족한 상황에서도 과적합을 효율적으로 방지

무한차원에 해당하는 문제를 볼록 최적화 문제로 변환

- 한계: 이상적인 통제 환경에서 수행됨 (시뮬레이션 데이터를 활용) - 실제 데이터를 활용한 후속연구 존재 [6,7,8] // 최근 DL/RL을 활용한 DRO 연구도 수행됨 [9,10,11]
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Feature MVO RO DRO SA-DRO (proposed)

Uncertainty / 
Ambiguity set

Point Estimate 
( ො𝜇, ෡∑)

Fixed set
(Ellipsoid/Box)

Wasserstein Ball
Structure-Aware

Ellipsoid

Geometry / 
Metric

Sample Statistics
Worst-case 

Bounds

Euclidean 
Distance

(𝑙𝑝 familiy)

Learned Mahalanobis Metric
(via IRL)

Ambiguity Shape N/A (point)
Static

(Pre-defined)
Isotropic

Anisotropic
(Adaptive Ellipsoid)

Adaptivity None
Parameter 
worst-case

Distributional 
worst-case

State-Dependent
Geometry

Data Usage
Parameter
Estimation

Bound 
Estimation

Empirical 
Distribution

Generative Process Modeling
(Energy/Reward)

Robustness None (Sensitive)
High 

(Conservative)
High (Data-driven) High (Structure-Aware)

• Research gap

- 기존 Wasserstein 거리 기반 DRO는 불확실성 집합이 모든 방향으로 균일한 Isotropic 형태를 갖도록 설계됨

- 금융 자산간 상관관계는 비대칭/비등방성을 띄며[12], 위기 시 특정 방향으로 위험이 증폭 되지만, Isotropic-sphere 형태의 방어막은 시장의 이러한 구조적

위험을 반영하지 않고 있음
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• Research goal: 시장의 내재적 정보를 학습하여 불확실성 집합 구조를 반영하는 SA-DRO (Structure-Aware DRO)를 제안

시장 데이터 자체를 시장 참여자들의 집단 지성이 반영된 Expert Demonstration으로 간주하고 IRL을 통해 시장의 내재적 구조를 학습

- 𝑃𝑛 ≔
1

𝑁
∑𝑖=1
𝑁 𝛿෡𝝃𝒊 , 𝛿෡𝝃𝒊 𝜉 = ൝

1 if 𝜉 = ෡𝜉𝑖
0 if 𝜉 ≠ ෡𝜉𝑖

- 𝐻𝜃 𝑠 = ∇𝜉
2𝐸𝜃 𝑠, 𝜉 ȁ𝜉=ത𝜉(𝑠), 𝐸𝜃: 𝑆 × Ξ → ℝ

min
𝑤

sup
𝒬∈𝒰𝜖(𝑃𝑛)

𝔼𝒬[−𝑤
⊺ 𝜉]

𝒰𝜖 𝑃𝑛 = {𝒬:𝑊 𝒬, 𝑃𝑛 ≤ 𝜖}
𝑊 𝒬, 𝑃𝑛 = inf

𝜋∈Π(𝒬,𝑃𝑛)
𝔼𝜋[∥ 𝜉 − 𝜉′ ∥]

𝔹𝜀 𝑃𝑛 ≔ 𝑄 ∈ ℳ Ξ ∶ 𝑊 𝒬, 𝑃𝑛 ≤ 𝜀

min
𝑤

sup
𝒬∈𝒰𝜖

𝑆𝐴(𝑃𝑛,𝑠)

𝔼𝒬[−𝑤
⊺ 𝜉]

𝒰𝜖
𝑆𝐴(𝑃𝑛, 𝑠) = {𝒬: 𝑑𝑀(𝑠) 𝒬, 𝑃𝑛 ≤ 𝜖}

𝑑𝑀(𝑠) 𝒬, 𝑃𝑛 = inf
𝜋∈Π(𝒬,𝑃𝑛)

𝔼𝜋[ 𝜉 − 𝜉′ ⊺𝑀(𝑠)(𝜉 − 𝜉′)]

𝑀 𝑠 ≔ 𝐻𝜃 𝑠 + 𝜌𝐼, 𝜌 > 0

𝔹𝜀
𝑆𝐴 𝑃𝑛 ≔ 𝑄 ∈ ℳ Ξ ∶ 𝑑𝑀(𝑠) 𝒬, 𝑃𝑛 ≤ 𝜀

➔
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• Notation

• 𝑠𝑡 ∈ 𝑆: 시장 상태 (예: 과거 k일간의 수익률, 거시경제 지표 등)

• 𝑟𝑡 ∈ ℝ𝑁: 실제 관측된 수익률 (realized return, expert action)

• 𝜉 ∈ ℝ𝑁: 확률 변수로서의 수익률 (Random Variable)  ҧ𝜉: Generator가 만들어내는 수익률, 𝜉: ambiguity variable (generator와 무관)

• IRL의 적용: Market as an Expert

- 시장이 항상 효율적이고 완벽한 것은 아니지만, 시장 데이터 자체를 전문가의 행동으로 간주 (expert demonstration)

- 하지만, 완벽하지 않은 전문가 데이터라도 Feasible Reward Set의 범위를 좁히는 데 기여할 수 있음[13]

- 즉, 시장은 어떤 선호/위험 구조에 의해 “최적의 분포(𝑃∗)에서 수익률(𝑟𝑡)”을 발생시키는 시스템으로 놓고 IRL 학습을 통해 ambiguity set을 추정하고자 함

• Energy Function Learning via AIRL:

- Discriminator 𝐷𝜃 𝑠, 𝜉 / Energy network: 𝐸𝜃 𝑠, 𝜉 = −𝑓𝜃 𝑠, 𝜉

- Generator (Policy): 𝜋𝛷 𝜉 𝑠 (조건부로 𝜉 샘플링)

- Generator는 최종 산출물이 아니라, Discriminator가 trivial solution에 빠지지 않도록 “negative samples”를 제공하는 학습 파트너

𝐷𝜃 𝑠, 𝜉 =
exp 𝑓𝜃 𝑠, 𝜉

exp 𝑓𝜃 𝑠, 𝜉 + 𝜋𝛷 𝜉 𝑠

- 𝐿𝐷 𝜃 = − 𝔼𝑟~Data[log 𝐷𝜃(𝑠, 𝑟)] − 𝔼ത𝜉~𝜋𝛷
[log (1 − 𝐷𝜃 𝑠, ҧ𝜉 )] : 𝐸𝜃는 “실제 시장 데이터가 자주 위치 하는 곳”의 에너지를 낮추는 형태로 학습됨

- 𝐿𝐺 𝛷 = 𝔼ത𝜉~𝜋𝛷 [log 1 − 𝐷𝜃 𝑠, ҧ𝜉 − log𝐷𝜃 𝑠, 𝜉 ] ≈ 𝔼ത𝜉~𝜋𝛷
[−𝐸𝜃 𝑠, ҧ𝜉 ] : 𝐷𝜃가 진짜 같다고 착각하게 만드는 (에너지가 낮은) 샘플을 생성하도록 학습
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• Metric induction (Energy to Geometry)

- 샘플 𝑥에 대해 판별자 𝐷(𝑥)가 최적화 되면, 이는 에너지 함수를 학습하는 것과 같고, 그 결과 𝑝(𝑥) ∝ exp(−𝐸(𝑥))형태의 분포를 따른 다는 것이 증명됨 [14]

- 확률 공간에서의 효율적인 탐색을 위해 국소 곡률 정보를 활용됨 [15]

𝑀 𝑠 ≜ ∇𝜉
2𝐸𝜃 𝑠, 𝜉 ቚ

𝜉=𝑟𝑡
+ 𝜌𝐼

- 에너지 함수의 Hessian matrix상에서 실제 수익률 𝑟𝑡로 평가된 값을 사용

- 특정 자산 간의 수익률 변화에 따른 에너지 민감도(비선형 상관구조)를 포착

- 𝑀 𝑠 는 현재 시장 상태에서 자산들의 움직임이 자연스러운지 아니면 구조적으로 거부되는지를 측정할 수 있도록 세팅

- 금융위기 시, 모든 자산이 다 같이 폭락하는 현상 -> 에너지가 완만하게 변하고 𝑀 𝑠 가 작음 (자연스러운 시장 움직임)

- 삼성전자가 10%하락했는데, SK하이닉스가 30% 상승한다 -> 시장 구조상 거의 불가능. 에너지가 급격하게 솟구치고 𝑀 𝑠 가 큼

• Anisotropic Ambiguity Set:

𝔹𝜀
𝑆𝐴 ≔ 𝑄 ∶ inf

Π
න
Ξ2

𝜉 − 𝑟 ⊺𝑀(𝑠)(𝜉 − 𝑟) 𝑑𝜋 𝜉, 𝑟 ≤ 𝜖

- 모호성 집합의 중심은 generator ( ҧ𝜉)가 아닌 실제 데이터 (𝑟)

- 각 데이터 포인트(𝑟𝑖)를 중심으로 에너지 지형 곡률 𝑀(𝑠)에 따라 찌그러진 타원체로 불확실성 방어할 수 있도록 설계

- 물리적 거리가 아닌, 시장 에너지 지형을 반영한 거리 사용
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• Primal problem: ambiguity variable 𝜉는 mahalanobis 거리 기준으로 𝜖안에서 움직일 수 있음

min
𝑤

sup
𝒬

𝔼𝒬 −𝑤⊺ 𝜉 :න ∥ 𝜉 − 𝑟 ∥𝑀 𝑑𝜋 ≤ 𝜖 , ∥ 𝜉 − 𝑟𝑖 ∥𝑀= 𝜉 − 𝑟 ⊺𝑀(𝜉 − 𝑟)

• Lagrangian:

min
𝑤,𝜆≥0

𝜆𝜖 + sup
𝒬
𝔼𝒬 𝐻 𝜉 , 𝐻 𝜉 = −𝑤⊺ 𝜉 − 𝜆 ∥ 𝜉 − 𝑟 ∥𝑀

- sup
𝒬
𝔼𝒬 𝐻 𝜉 : 평균 점수가 최대가 되도록 분포(𝒬)를 조작➔가장 좋은 전략은 𝐻 𝜉 가 가장 높은 값을 갖는 𝜉에 확률을 몰아주는 것 (dirac 함수)

- (dirac 함수 조건하에서) sup
𝒬
𝔼𝒬 𝐻 𝜉 = 𝔼𝑃𝑛 sup

𝜉
𝐻 𝜉 ➔각 데이터 포인트 𝑟𝑖별 최악의 시나리오를 찾는 문제로 대체가능

- min
𝑤

𝜆𝜖 +
1

𝑁
∑𝑖=1
𝑁 sup

𝜉
(−𝑤⊺ 𝜉 − 𝜆 ∥ 𝜉 − 𝑟𝑖 ∥𝑀)

• Dual Problem:

min
𝑤,𝜆,𝑠

𝜆𝜖 +
1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

𝑠𝑖

𝑠𝑖 ≥ sup
𝜉
(−𝑤⊺ 𝜉 − 𝜆 ∥ 𝜉 − 𝑟𝑖 ∥𝑀)

min
𝑤,𝜆,𝑠

𝜆𝜖 +
1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

𝑠𝑖

𝑠𝑖 ≥ −𝑤⊺ 𝑟𝑖
𝜆 ≥∥ 𝑀−1/2𝑤 ∥2

➔
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• Data

- 18종목의 ETF 데이터 사용 (weekly)

- 과거 5년치 데이터를 사용하여 파라미터 추정

- 전체 구간 52*5 = 260 / training = 182, validation = 78

- 바로 다음주 포트폴리오 비중계산

- 수수료 고려 X

• Results 

• Future Plan

- 베이스라인 모델(Wasserstein DRO)를 재현한 결과, 일반적인 MVO 보도 우수한 성과를 보여주는 것을 확인

- IRL 기반 메트릭 학습 및 적용 후, 추가적인 성과 개선이 있는지 확인

- 주식 외에 채권, 원자재 등 다양한 자산군으로 실험을 확장하고, 현실성을 위해 수수료 및 슬리피지 고려하여 실험

1/N (B&H) MVO DRMV [7]

Ann. Return 9.33% 12.20% 12.91%

Sharpe ratio 0.7684 0.5751 0.7352

MDD -25.42% -35.24% -29.95%
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