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• Portfolio Optimization under Distributional Uncertainty

- 현실의 포트폴리오 최적화에서는 미래 자산 수익률 𝜉를 정확하게 알 수 없음

- MVO(Mean-Variance Optimization)는 기대수익률 ො𝜇, 공분산 ෡∑를 점추정하여 그대로 사용

- 따라서, 추정오차에 민감하며, 이로 인해 out-of-sample(OOS) 성능이 낮음 [1]

Formulation:  min
𝑤

𝜆

2
𝑤𝑇 ෡∑𝑤 − 𝑤𝑇 ො𝜇

• Distributionally Robust Optimization (DRO)

- DRO는 경험적 분포를 믿지만 확신하지는 않음 (SP와 RO의 절충안)

- 포트폴리오 최적화에서 DRO를 활용하는 다수의 연구 존재 [2-6]

Formulation: min
𝑤

sup
𝕡∈𝒫

𝔼𝕡[𝐿(𝑤, 𝜉)]

최적화 방법 아이디어 장점 한계

Stochastic Programming (SP) 특정 분포 ෡ℙ을 신뢰하고 기대손실 최소화 확률적 해석이 자연스러움 분포 가정이 틀리면 취약

Robust Optimization (RO) 불확실성 집합 내부의 최악 상황을 방어 보수적 안정성 확보 지나치게 보수적

Distributionally Robust 
Optimization (DRO)

෡ℙ 주변의 분포들 중 최악의 분포를 방어
데이터 기반 + worst-case 
방어

Ambiguity set설계가 핵심



Literature Review

• Mohajerin Esfahani & Kuhn (2018) [2] – WDRO의 표준 방법 제시

- inf
𝑥∈𝑋

sup
𝑄∈𝔹𝜖( ෠𝑃𝑁)

𝔼𝑄[𝐿(𝑥, 𝜉)] , 𝔹𝜖
෠𝑃𝑁 ≔ 𝑄:𝑊 𝑄, ෠𝑃𝑁 ≤ 𝜖

- 경험분포 ෠𝑃𝑁주변의 Wasserstein ball안에서 worst-case기대 손실을 최소화하는 WDRO의 표준 틀

- Wasserstein ambiguity set 은 finite-sample을 보장과 tractable reformulation을 제공

• Fonseca & Junca (2021) [3] – 제약조건이 있는 WDRO

- min
𝑥∈𝑋

sup
𝑄∈𝔹𝜖( ෠𝑃𝑁)

𝔼𝑄[𝑓(𝑥, 𝜉)] s. t. inf
𝑄∈𝔹𝜖( ෠𝑃𝑁)

𝔼𝑄 𝑔 𝑥, 𝜉 ≥ 𝜂

- WDRO를 목적함수 뿐 아니라 기대값 제약까지 포함하는 현실적 최적화 문제로 확장

• Blanchet, Chen, & Zhou (2022) [4] – WDRO 포트폴리오

- min
𝑤

sup
𝑄∈𝔹𝜖( ෠𝑃𝑁)

𝑤⊺Var𝑄 𝜉 𝑤 s. t. inf
𝑄∈𝔹𝜖( ෠𝑃𝑁)

𝔼𝑄 𝑤⊺𝜉 ≥ 𝜌 ⟺min
𝑤

{ 𝑤⊺Var ෠𝑃𝑁 𝜉 𝑤 + 𝜖 𝑤 𝑝} s. t. 𝔼 ෠𝑃𝑁
𝑤⊺𝜉 ≥ 𝜌 + 𝜖 𝑤 𝑝

- WDRO를 포트폴리오 이론과 직접 연결, MVO 문제를 DRO형태로 다시 쓰고 regularized MVO 문제와 동일함을 증명

- 위험이 작은 포트폴리오를 찾되, 한쪽에 쏠리거나 추정오차에 약한 포트폴리오에 제약 조건

무한차원 min-max 문제는 경험적 목적함수 + 제약항 형태로 변환 가능

분포 𝑄를 직접 최적화하지 않고, 거리 제약을 라그랑주화
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Comparative Analysis

Feature MVO (SP) RO DRO SA-DRO (proposed)

Uncertainty / 
Ambiguity set

Point Estimate 
( ො𝜇, ෡∑)

Fixed set
(Ellipsoid/Box)

Wasserstein Ball
Structure-Aware

Ellipsoid

Geometry / 
Metric

Sample Statistics
Worst-case 

Bounds

Euclidean 
Distance

(𝑙𝑝 familiy)
(Learned) Mahalanobis Metric

Ambiguity Shape N/A (point)
Static

(Pre-defined)
Isotropic Anisotropic

Data Usage
Parameter
Estimation

Bound 
Estimation

Empirical 
Distribution

Empirical Distribution
With Geometry

• Research gap

- 기존 Wasserstein 거리 기반 DRO는 불확실성 집합이 모든 방향으로 균일한 Isotropic 형태를 갖도록 설계됨

- 금융 자산간 상관관계는 비대칭/비등방성을 띄며, 위기 시 특정 방향으로 위험이 증폭 되지만, Isotropic-sphere 형태의 방어막은 시장의 이러한 구조적 위험

을 반영하지 않고 있음
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Methodology

• Research goal: 시장의 내재적 정보를 학습하여 불확실성 집합 구조를 반영하는 SA-DRO (Structure-Aware DRO)를 제안

➔

Standard WDRO

min
𝑤

sup
𝒬∈𝒰𝜖(𝑃𝑛)

𝔼𝒬[−𝑤
⊺ 𝜉]

𝒰𝜖 𝑃𝑛 = {𝒬: 𝑑𝑤 𝒬, 𝑃𝑛 ≤ 𝜖}
𝑑𝑤 𝒬, 𝑃𝑛 = inf

𝜋∈Π(𝒬,𝑃𝑛)
𝔼𝜋[∥ 𝜉 − 𝜉′ ∥]

SA DRO

min
𝑤

sup
𝒬∈𝒰𝜖

𝑆𝐴(𝑃𝑛,𝑠)

𝔼𝒬[−𝑤
⊺ 𝜉]

𝒰𝜖
𝑆𝐴(𝑃𝑛, 𝑠) = {𝒬: 𝑑𝑀(𝑠) 𝒬, 𝑃𝑛 ≤ 𝜖}

𝑑𝑀(𝑠) 𝒬, 𝑃𝑛 = inf
𝜋∈Π(𝒬,𝑃𝑛)

𝔼𝜋[ 𝜉 − 𝜉′ ⊺𝑀(𝑠)(𝜉 − 𝜉′)]

𝑀 𝑠 = ∇𝜉
2𝐸𝜃 𝑠, 𝜉 ቚ

𝜉=ത𝜉(𝑠)
+ 𝜌𝐼, 𝜌 > 0

𝑝𝜃 𝜉 𝑠 ∝ exp(−𝐸𝜃(𝑠, 𝜉))

- Ambiguity set 크기는 𝜖이 결정

- 𝑑𝑤 는 사전에 고정되어있어 isotropic geometry 위에서 작동

- 결과적으로 robust penalty는 norm-based regularization으로 해석가능

- Ambiguity set 크기는 𝜖이 결정

- Ambiguity set 형상과 방향성은𝑀(𝑠)가 결정

- 𝑀(𝑠)는 시장 데이터에서 학습된 state-dependent local geometry

- 결과적으로 robust penalty는 anisotropic geometry위에서 작동
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Methodology

• Step1. Market Geometry 학습

- 각 훈련 구간에서 수익률 데이터 𝑥를 사용해 Energy-based model을 학습

𝑝𝜃(𝑥) ∝ exp(−𝐸𝜃(𝑥))

- 시장을 예측하는 것이 아닌 시장 분포의 local curvature 학습이 목표

- 에너지 함수의 Hessian이 local curvature이며 ambiguity set의 메트릭으로 사용가능 [7]

- 학습을 위해서 Denoising score matching (DSM) loss 사용

𝐿𝐷𝑆𝑀 = 𝔼 ∇ ෤𝑥𝐸𝜃 ෤𝑥 −
෤𝑥 − 𝑥

𝜎2

2

• Step2. Hessian으로 구조적 metric 구성

- 학습된 에너지 함수의 평균 Hessian으로 local metric을 생성

𝑀 =
1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

∇𝑥
2𝐸𝜃 𝑥𝑖 + 𝜌𝐼

- 고유값 분해 후 음수나 0에 가까운 값을 clipping하여 가장 가까운 안정적 SPD surrogate로 만들어서 metric에 사용
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Methodology

• Step3. Structure-aware transport cost 정의

- 기존 WDRO 대신 Hessian 기반 Mahalanobis cost 사용

𝑐𝑀 𝑠 𝜉, መ𝜉𝑖 = 𝜉 − መ𝜉𝑖
⊺
𝑀(𝑠) 𝜉 − መ𝜉𝑖

- 따라서 ambiguity set은 다음과 같음

𝒰𝜖
𝑆𝐴( ෠𝑃𝑁, 𝑠) = {𝒬:𝑊𝑐𝑀(𝑠)

𝒬, ෠𝑃𝑁 ≤ 𝜖}

• Step4. SA DRO portfolio

- learned ambiguity set 위의 worst-case distribution을 방어하기 위한 SA-DRO 문제를 해결

- Robustness budget + 경험적 평균 수익 최대화 + structure-aware penalty

min
𝑤

sup
𝒬∈𝒰𝜖

𝑆𝐴(𝑃𝑛,𝑠)

𝔼𝒬[−𝑤
⊺ 𝜉] ⟹ inf

𝜆≥0
𝜆𝜖2 +

1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

sup
𝜉

−𝑤⊺ 𝜉 − 𝜆 𝜉 − መ𝜉𝑖
⊺
𝑀 𝑠 𝜉 − መ𝜉𝑖

sup
𝜉

−𝑤⊺ 𝜉 − 𝜆 𝜉 − መ𝜉𝑖
⊺
𝑀 𝑠 𝜉 − መ𝜉𝑖 = −𝑤⊺ 𝜉 +

1

4𝜆
𝑤⊺𝑀 𝑠 −1𝑤 ⟹ −ො𝜇⊺ 𝑤 +

1

4𝜆
𝑤⊺𝑀 𝑠 −1𝑤

min
𝑤,𝜆≥0

𝜆𝜖2 − ො𝜇⊺ 𝑤 +
1

4𝜆
𝑤⊺𝑀 𝑠 −1𝑤
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• Data

- 3가지 투자 universe (ETF / Dow 30 / Nasdaq 100)

- 2007.01.01~2025.12.31에 모두 존재하는 종목

- 1년 (252 영업일)데이터 train -> 1달 (21영업일) 데이터 test

- Sliding window 방식

- 거래 수수료 : 10bp

• Benchmark

- Isotropic DRO :  Wasserstein 거리를 이용한 DRO [4]

- Mahalanobis DRO :  공분산 행렬을 이용한 DRO

• Results 

Results

Equal Weight MVO
WDRO

(Isotropic DRO)
Mahalanobis

DRO
SA-DRO

Ann. Return 6.10% 5.12% 7.04% 7.53% 8.61%

Sharpe ratio 0.628 0.674 0.709 0.548 0.695

Sortino 0.974 1.012 1.089 0.852 1.070

MDD -32.72% -13.11% -22.42% -46.44% -22.04%

ETF universe
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Results

Equal 
Weight

MVO WDRO
Mahalanobis

DRO
SA-DRO

Ann. Return 15.82% 14.11% 15.79% 17.50% 16.74%

Sharpe ratio 0.858 0.811 0.859 0.862 0.840

Sortino 1.360 1.318 1.359 1.372 1.388

MDD -42.53% -33.80% -42.73% -46.34% -37.99%

Dow Jones 30 universe
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Equal 
Weight

MVO WDRO
Mahalanobis

DRO
SA-DRO

Ann. Return 21.07% 17.53% 24.96% 23.31% 25.08%

Sharpe ratio 0.991 0.866 0.870 0.833 0.874

Sortino 1.583 1.380 1.426 1.351 1.431

MDD -49.29% -43.42% -51.67% -52.67% -51.67%

Nasdaq 100 universe



Results –ETF universe

• Hessian 행렬 진단

- Condition number: 𝜅 𝐻 =
𝜆𝑚𝑎𝑥 𝐻

𝜆𝑚𝑖𝑛 𝐻

- Hessian 행렬이 anisotropic 구조

- 원본 Hessian은 SPD 행렬

- EBM score와 가우시안 조건하에서 score가 유사하게 정렬됨

- EBM 모델이 데이터 중심의 geometry와 어긋나있지 않음

• 𝝐 에 따른 성능 변화

- Sharpe 지수 측면에서는 SA-DRO가 전반적으로 안정적 / 최고점 기준으로는 WDRO

- Return 측면에서도 SA-DRO가 전반적으로 안정적 / 과도한 보수성은 좋지 않음

- MDD 측면에서는 𝜖이 커질수록 SA-DRO는 성능 상승/ 나머지는 하락

- 최적의 𝜖은 달라질 수 있고, SA-DRO는 이에 덜 민감한 편
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conclusion

• Summary

- 기존 WDRO 는 isotropic ambiguity set을 사용하여 모든 방향의 분포 이동을 동일하게 취급

- 그러나 실제 금융 시작은 비등방적(asymmetric/anisotropic) 구조를 가지면, 위기 시 특정 방향으로 위험이 집중됨

- 본 연구는 EBM으로 return-space geometry를 학습하고, 그 Hessian curvature를 사용한 anisotropic ambiguity set을 구성

- SA-DRO는 기존 WDRO와 다른 데이터 기반의 robust penalty를 형성

- 실험적으로 일무 파라미터 구간에서 더 안정적인 sharpe/MDD를 보여줌

• Future works

- 데이터 생존편향 문제

- 학습된 Hessian이 위기 구간에서 실제로 잘 작동하는지 확인

- Epsilon 선택 시 단순 grid search가 아닌 coverage, realized tail loss 등의 기준으로 정교하게 calibration (or validation set 활용)

- 현재 구조에서는 포트폴리오 집중도가 높아질 수 있으므로 diversification penalty등도 고려

• Connection to Prior work

- 이전 연구 (ME-IRL)은 시장이 무엇을 선호하는지 학습하는 연구

- SA-DRO는 어떤 방향의 위험을 더 경계해야 하는지 학습하는 연구

- 두 방법 모두 금융 목표나 위험구조를 고정적으로 설계 하지 않고 데이터로부터 energy-based 표현을 통해 학습

- 선호학습 → 위험구조 학습 → 강건한 의사결정 단계로 연결하여 일관된 연구 목표 달성
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