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• Optimization under Uncertainty

Phase 1: Stochastic Programming (SP) [1,2]

- 가정: 과거 데이터로 미래의 확률 분포를 완벽히 추정할 수 있음

- 방식: 관측된 경험적 분포 (෡ℙ𝑁)나 가정한 모수적 분포를 참이라고 믿고 기대

수익을 극대화(혹은 위험 최소화)

- 한계: 과거 데이터가 미래를 대변하지 못하기 때문에 입력 변수 (기대수익률, 

공분산)의 미세한 오차가 최적화 과정에 증폭 → out-of-sample 성능 하락

Phase 2: Robust Optimization (RO) [3-5]

- 가정: 분포를 정확하게 추정하는 것은 불가능 → 변수가 존재할 수 있는 범위

(uncertainty set)는 알 수 있음

- 방식: 불확실성 집합 𝒰를 정의한 뒤, 그 안에서 발생할 수 있는 최악의 시나

리오를 방어

min
𝑤∈𝒲

sup
𝜉∈𝒰

𝐿(𝑤, 𝜉)

- 한계: 확률적 정보를 무시하기 때문에 현실에서 일어날 확률이 극히 희박한

상황까지 고려하게 됨 → 극단적으로 보수적

Phase 3: Distributionally Robust Optimization (DRO, Moment-based) [6]

- 가정: 정확한 분포는 모르지만, 평균이나 분산 같은 통계적 moments는 신뢰가능 → 

SP와 RP의 타협점

- 방식: 특정 평균 𝜇와 공분산 Σ를 만족하는 모든 가능한 확률 분포들의 집합 (모호성

집합, ambiguity set 𝒫)를 만들고 그중 최악의 ‘분포’를 방어

min
𝑤∈𝒲

sup
ℙ∈𝒫(𝜇,Σ)

𝔼𝕡[𝐿 𝑤, 𝜉 ]

- 한계: 주어진 모멘트 제약만 만족하면 되기 때문에, 임의의 분포 형태가 허용됨 → 

worst-case 분포가 실제와 동떨어진 형태

Phase 4: data-driven / Wasserstein DRO [7-9]

- 가정: 데이터를 중심으로 하되, 주변의 확률적 오차를 거리 개념으로 통제

- 방식: 경험적 분포 ෡ℙ𝑁를 중심으로 반경 𝜖내에 있는 분포들로 ambiguity set 구성

- Why Wasserstein?

KL-Divergence는 두 분포의 support가 일치해야 함

경험적 분포는 이산적인 포인트의 집합이지만 실제 미래 분포는 연속적일 수 있음
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• Notation 

- 𝑥𝑖 ∈ ℝ𝑛: 관측된 수익률 데이터 / True 분포에서 나온 데이터

- ෠𝑃𝑁 ≔
1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 𝛿ෝ𝑥𝑖: 경험적 분포

- 𝜉𝑖 ∈ ℝ𝑛: 가상 시나리오 𝑄 ∈ 𝒰𝜖에서의 확률 변수

- 𝜖 > 0: 교란 허용 반경

• WDRO - Esfahani & Kuhn (2018) [8] 

Step 1: ambiguity set 정의

- 𝒰𝜖
෠𝑃𝑁 = 𝑄:𝑊𝑐

෠𝑃𝑁, 𝑄 ≤ 𝜖 , 𝑊𝑐
෠𝑃𝑁, 𝑄 = inf

𝜋∈Π ෠𝑃𝑁,𝑄
𝔼𝜋[𝑐(𝑥, 𝜉)] = inf

𝜋∈Π ෠𝑃𝑁,𝑄
׬ 𝑐 𝑥, 𝜉 𝑑𝜋(𝑥, 𝜉)

- 관측 데이터 𝑥𝑖 를 가상 시나리오 𝜉로 이동시키는 최소 비용이 𝜖이하인 모든 분포 𝑄의 집합

- 기본 설정: 𝑐 𝑥, 𝜉 = 𝑥 − 𝜉

Step 2: Solving worst-case expectation problems

- sup
𝑄∈𝒰𝜖 ෠𝑃𝑁

𝔼𝑄 ℓ 𝜉 , ℓ 𝜉 ≔ max
𝑘≤𝐾

ℓ𝑘(𝜉)

- 𝐾 개의 기초함수들의 pointwise maximum으로 표현되어야 함

- 이 문제를 원래 분포 𝑄 에 대해 직접 접근하는 것은 무한차원 최적화이므로 해결하기 어려움
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• WDRO - Esfahani & Kuhn (2018) [8] 

Step 3: Tractable Reformulation

- sup
𝑄∈𝒰𝜖 ෠𝑃𝑁

𝔼𝑄 ℓ 𝜉 = sup
𝑄

inf
𝜆≥0

𝔼𝑄 ℓ 𝜉 + 𝜆(𝜖 −𝑊𝑐
෠𝑃𝑁, 𝑄 ) = inf

𝜆≥0
𝜆𝜖 + sup

𝑄
[𝔼𝑄[ℓ 𝜉 ] − 𝜆𝑊𝑐

෠𝑃𝑁, 𝑄 ] = inf
𝜆≥0

𝜆𝜖 +
1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 sup

𝜉
[ℓ 𝜉 − 𝜆𝑐 𝑥𝑖 , 𝜉 ]

- Lagrangian → Strong Duality → Inner sup𝑄

- 무한 차원 분포 최적화 → 관측치 데이터를 기준으로 하는 유한차원 worst-case 문제의 합

Step 4: Example – Mean-risk portfolio optimization (CVaR)

- sup
𝑄

𝔼𝑄 ℓ 𝜉 = sup
𝑄

inf
𝑤∈𝑊

𝔼𝑄 −𝑤⊺𝜉 + 𝜌 ⋅ CVaR𝛼,𝑄(−𝑤
⊺𝜉)

= sup
𝑄

inf
𝑤∈𝑊

𝔼𝑄 −𝑤⊺𝜉 + 𝜌inf
𝜏∈ℝ

𝔼𝑄 𝜏 +
1

𝛼
max{−𝑤⊺𝜉 − 𝜏, 0}

= sup
𝑄

inf
𝑤∈𝑊,𝜏∈ℝ

𝔼𝑄 max{−𝑤⊺𝜉 + 𝜌𝜏, − 1 +
𝜌

𝛼
𝑤⊺𝜉 + 𝜌(1 −

1

𝛼
)𝜏}

= inf
𝑤∈𝑊,𝜏∈ℝ

sup
𝑄

𝔼𝑄 max
𝑘≤𝐾

𝑎𝑘 ⋅ 𝑤
⊺𝜉 + 𝑏𝑘 ⋅ 𝜏

- Loss가 𝐾 = 2 인 piecewise linear + convex 형태

- 𝜖 이 증가할수록 안전자산 비중이 늘어남

- 포트폴리오 시뮬레이션에서 우수한 oos 성능 달성

by [10]
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• WDRO – Blanchet et.al (2022) [9] 

Step 1: Classical Markowitz portfolio selection problem

- min
𝑤

𝑤⊺Var 𝑥 𝑤 s. t. 𝑤⊺𝟏 = 1, 𝑤⊺𝔼[𝑥] = 𝜌

- 목표 수익률을 𝜌 정확하게 달성하는 모델 중 위험(분산)이 제일 작은 포트폴리오 선택

Step 2: Distributionally robust mean–variance (DRMV)

- 강건화 모델 (모호성 집합 𝑄 등장 → 𝜉)

- min
𝑤∈ℱ𝛿,ഥ𝑎 𝑁

max
𝑄∈𝒰𝛿 ෠𝑃𝑁

𝑤⊺VarQ 𝜉 𝑤 , ℱ𝛿, ത𝑎 = 𝑤:𝑤⊺𝟏 = 1, min
𝑄∈𝒰𝛿 ෠𝑃𝑁

𝔼𝑄 𝑤⊺𝜉 ≥ ത𝑎

- 목표 수익률의 등식 → 부등식 완화: 최악의 𝑄에서도 최소 ത𝑎수익은 보장 (ത𝑎는 추후 𝜌 통계적으로 역산하여 계산)

- 제약식 선형처리 (Append. A): min
𝑄∈𝒰𝛿 ෠𝑃𝑁

𝔼𝑄 𝑤⊺𝜉 = 𝑤⊺ ҧ𝑥 − 𝛿 𝑤 𝑝

- 기대수익 𝛼 고정 (Append. A): max
𝑄∈𝒰𝛿 ෠𝑃𝑁

𝑤⊺VarQ 𝜉 𝑤 = max
𝛼≥ ത𝑎

{ max
𝑄,𝔼𝑄 𝑤⊺𝜉 =𝛼

𝑤⊺𝔼𝑄 𝜉𝜉⊺ 𝑤 − 𝛼2}, 𝔼𝑄 𝑤⊺𝜉 = 𝛼 ≥ ത𝑎

- 목적식 duality (Append. B): max
𝑄,𝔼𝑄 𝑤⊺𝜉 =𝛼

𝑤⊺𝔼𝑄 𝜉𝜉⊺ 𝑤 = inf
𝜆1≥0,𝜆2

1

N
σ𝑖=1
𝑁 Φ 𝑥𝑖 + 𝜆1𝛿 + 𝜆2𝛼, Φ 𝑥𝑖 ≔ sup

𝜉
𝑤⊺𝜉 2 − 𝜆1𝑐 𝑥𝑖 , 𝜉 − 𝜆2𝑤

⊺𝜉

- 최종 목적식 (Append. B): min
𝑤∈ℱ𝛿,ഥ𝑎 𝑁

𝑤⊺Var 𝑥 𝑤 + 𝛿 𝑤 𝑝 s. t. 𝑤⊺𝟏 = 1, 𝑤⊺ ҧ𝑥 ≥ ത𝑎 + 𝛿 𝑤 𝑝
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• Research goal: 시장의 내재적 정보를 학습하여 불확실성 집합 구조를 반영하는 SA-DRPO (Structure-Aware Distribtionally Robust Portfolio Optimization)를 제안

• Esfahani & Kuhn (2018)

- 경험분포 주변 Wasserstein ambiguity set

- 유한표본 보장과 tractable reformulation

- ground cost (Euclidean), 사전 고정

• 공통 문제: 

분포를 알 수 없는 유한표본 의사결정 경험분포의 오차와 distribution shift 방어 불확실성의 크기와 형태 결정

EBM 𝑝𝜃 𝑥 ∝ exp −𝐸𝜃 𝑥 의 경험적 평균 에너지 곡률 𝑀을 WDRO의 metric으로 사용할 때,

목표 1: 이론적으로 정당화 되는지?

목표 2: 실증적으로 우수한 ambiguity set을 제공하는지?

• Blanchet et.al (2022)

- Wasserstein DR mean–variance portfolio

- 최악 평균·분산을 SOCP로 해결

- ground cost (Euclidean), 사전 고정



Methodology

• Notation 

- 𝑁: rolling-window 내 거래일 수 (5년 거래일; 252*5)

- 𝑑: 자산 수 (데이터 셋에 따라 각각 49; 100)

- 𝐵: 각 관측치에서 생성하는 Gaussian noise 수 (10)

- 𝜉𝑖 ∈ ℝ𝑛: 가상 시나리오(자산 수익률)에서의 확률 변수

• Step1. return distribution과 EBM 학습

- 직전 𝑁일의 𝑑개 자산 수익률 𝑋𝑡 사용

- 수익률 자체를 예측하는 것이 아니라 분포의 국소적 구조를 나타내는 score를 학습

• Step2. EBM score를 구조적 ground metric으로 변환

- 학습한 score의 squared magnitude를 집계하여 자산별 score-information을 계산

- Score-information이 큰 방향은 분포가 민감하게 변하는 방향으로 해석

- 이를 Euclidean metric 와 결합하여 안정적인 identity-anchored metric을 구성
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Methodology

• Step3. 학습된 metric으로 ambiguity set 구성

- step 2에서 얻은 𝑀𝑡를 transportation cost에 적용

- 𝑀𝑡값이 큰 방향은 분포 이동 비용이 커지고, 작은 방향은 상대적으로 이동이 쉬워짐

- 따라서 동일한 radius에서도 EBM이 학습한 시장구조에 따라 ambiguity set의 모양이 달라짐

• Step4. Distributionally robust primal problem

- Step 3의 ambiguity set에서 발생할 수 있는 최악의 분포를 고려하여 portfolio weight를 결정

- Wasserstein DRO primal problem은 다음과 같음
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Methodology

• Primal vs. Dual (Append C.)
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Experimental results

• Data

Fama-French 49 industry portfolios

- Kenneth French Data Library의 49개 산업 포트폴리오 일별 수익률

- 산업 수준의 안정적인 횡단면 구조를 이용해 SA-DRPO의 structure-learning 효과 평가

- 개별 종목 잡음과 생존편향의 영향을 줄인 중간 차원 벤치마크

- 2010-01-05 ~ 2026-04-30

Random 100 Stocks from the S&P 500

- S&P 500 구성 종목 중 100개 종목을 무작위 추출

- 자산 수가 많은 환경에서 공분산 및 분포 추정오차에 대한 강건성 평가

- 2010-01-05 ~ 2025-12-30

• Experimental setting

- 5년 train, 1달 test인 rolling window 방식 (single period rolling window)

- 비교 모형: M1: WDRO (Blanchet et.al (2022)), M2: 공분산 기반 DRO, M3: Ledoit–Wolf 기반 DRO, Equal-weight

- 평가 지표: Total return, CAGR, Sharpe, Calmar, MDD

- 수수료:10bp
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Experimental results

Fama-French 49 industry portfolios
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Experimental results

Fama-French 49 industry portfolios
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conclusion

• Summary

- 기존 WDRO 는 isotropic ambiguity set을 사용하여 모든 방향의 분포 이동을 동일하게 취급

- 그러나 실제 금융 시작은 비등방적(asymmetric/anisotropic) 구조를 가지면, 위기 시 특정 방향으로 위험이 집중됨

- 본 연구는 EBM으로 return-space의 score를 학습하고, squared-score expectation으로부터 자산별 score-information을 추정

- 이를 이용해 시점별 anisotropic ground metric과 structure-aware Wasserstein ambiguity set을 구성

- SA-DRO는 기존 WDRO와 다른 데이터 기반의 robust penalty를 형성

- 예비 실험에서는 일부 파라미터 구간에서 기존 WDRO 대비 Sharpe ratio와 MDD 측면의 개선 가능성을 확인

• Future works

- 데이터 생존편향 문제

- 위기·고변동성 구간에서 학습된 score-information과 ambiguity set이 실제 위험 방향을 적절히 포착하는지 검증

- Epsilon 선택 시 단순 grid search가 아닌 coverage, realized tail loss 등의 기준으로 정교하게 calibration (or validation set 활용)

- 여러 S&P 500 random universes와 다양한 시장·기간에서 결과의 재현성을 검증
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불확실성의 크기만 조절하는 기존 WDRO를 넘어, 시장 데이터로부터 불확실성의 방향 구조를 학습하고 이를 강건한 포트폴리오 의사결정에 반영하고자 함
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Max 문제로 전환

- min
𝑄∈𝒰𝛿 ෠𝑃𝑁

𝔼𝑄 𝑤⊺𝜉 = −max
𝑄

𝔼𝑄 −𝑤 ⊺𝜉

Strong duality 적용 (Esfahani & Kuhn (2018) – step 3)

- max
𝑄

𝔼𝑄 (−𝑤)⊺𝜉 = inf
𝜆≥0

𝜆𝛿 +
1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 Φ𝜆 𝜉𝑖 , Φ𝜆 𝑥𝑖 ≔ sup

𝜉
(−𝑤)⊺𝜉 − 𝜆 𝜉 − 𝑥𝑖 𝑞

2

Φ𝜆 𝑥𝑖 계산

- Φ𝜆 𝑥𝑖 = sup
Δ

−𝑤 ⊺Δ − 𝜆 Δ 𝑞
2 − 𝑤⊺𝑥𝑖 , Δ ≔ 𝜉 − 𝑥𝑖

- sup
Δ

−𝑤 ⊺Δ − 𝜆 Δ 𝑞
2 = sup

𝑡≥0
sup
Δ 𝑞=𝑡

−𝑤 ⊺Δ − 𝜆𝑡2 = sup
𝑡≥0

𝑤 𝑝𝑡 − 𝜆𝑡2 =
𝑤 𝑝

2

4𝜆
(𝑡∗ =

𝑤 𝑝

2𝜆
)

- Φ𝜆 𝑥𝑖 =
𝑤 𝑝

2

4𝜆
−𝑤⊺𝑥𝑖

산술-기하평균 - 𝜆 최적화

- max
𝑄

𝔼𝑄 (−𝑤)⊺𝜉 = inf
𝜆≥0

𝜆𝛿 +
𝑤 𝑝

2

4𝜆
−

1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 𝑤⊺𝑥𝑖 = 𝛿 𝑤 𝑝 − 𝑤⊺ ҧ𝑥

- AM-GM: inf
𝜆

𝜆𝑎 +
𝑏

𝜆
= 2 𝑎𝑏, 

𝛼 고정 - 목적함수 완화

- Let 𝔼𝑄 𝑤⊺𝜉 = 𝛼, Var𝑄 𝑤⊺𝜉 = 𝑤⊺𝔼𝑄 𝜉𝜉⊺ 𝑤 − 𝛼2,

- max
𝑄∈𝒰𝛿 ෠𝑃𝑁

𝑤⊺VarQ 𝜉 𝑤 = max
𝛼≥ ത𝑎

{ max
𝑄,𝔼𝑄 𝑤⊺𝜉 =𝛼

𝑤⊺𝔼𝑄 𝜉𝜉⊺ 𝑤 − 𝛼2}
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제약이 2개인 문제

- max
𝑄,𝔼𝑄 𝑤⊺𝜉 =𝛼

𝑤⊺𝔼𝑄 𝜉𝜉⊺ 𝑤 = inf
𝜆1≥0,𝜆2

sup
𝑄

𝔼𝑄 𝑤⊺𝜉 2 − 𝜆1𝑐 𝑥, 𝜉 − 𝜆2𝑤
⊺𝜉 + 𝜆1𝛿 + 𝜆2𝛼

= inf
𝜆1≥0,𝜆2

1

N
σsup

𝜉
𝑤⊺𝜉 2 − 𝜆1𝑐 𝑥𝑖 , 𝜉 − 𝜆2𝑤

⊺𝜉 +𝜆1𝛿 + 𝜆2𝛼; Φ 𝑥𝑖 ≔ sup
𝜉

𝑤⊺𝜉 2 − 𝜆1𝑐 𝑥𝑖 , 𝜉 − 𝜆2𝑤
⊺𝜉

Φ 𝑥𝑖 계산

- Φ 𝑥𝑖 = sup
𝜉

𝑤⊺𝜉 2 − 𝜆1𝑐 𝑥𝑖 , 𝜉 − 𝜆2𝑤
⊺𝜉 = sup

𝜉
𝑤⊺𝜉 2 − 𝜆1 𝜉 − 𝑥𝑖 𝑞

2 − 𝜆2𝑤
⊺𝜉

= sup
Δ

𝑤⊺(𝑥𝑖 + Δ) 2 − 𝜆1 Δ 𝑞
2 − 𝜆2𝑤

⊺(𝑥𝑖 + Δ) ; Δ ≔ 𝜉 − 𝑥𝑖

= sup
Δ

𝑤⊺𝑥𝑖
2 + 2 𝑤⊺𝑥𝑖 𝑤⊺Δ + 𝑤⊺Δ 2 −𝜆1 Δ 𝑞

2 − 𝜆2𝑤
⊺𝑥𝑖 − 𝜆2𝑤

⊺Δ)

= 𝑤⊺𝑥𝑖
2 − 𝜆2𝑤

⊺𝑥𝑖 + sup
Δ

𝑤⊺Δ 2 − 𝜆1 Δ 𝑞
2 + 2𝑤⊺𝑥𝑖 − 𝜆2 𝑤⊺Δ

- sup
Δ

𝑤⊺Δ 2 − 𝜆1 Δ 𝑞
2 + 2𝑤⊺𝑥𝑖 − 𝜆2 𝑤⊺Δ = sup

𝑡≥0
sup

s∈[−𝑡 𝑤 𝑝,𝑡 𝑤 𝑝]
𝑠2 − 𝜆1𝑡

2 + 2𝑤⊺𝑥𝑖 − 𝜆2 𝑠 ; 𝑠 = 𝑤⊺Δ

= sup
𝑡≥0

𝑤 𝑝
2 − 𝜆1 𝑡2 + 2𝑤⊺𝑥𝑖 − 𝜆2 ⋅ 𝑤 𝑝𝑡

- Φ 𝑥𝑖 = 𝑤⊺𝑥𝑖
2 − 𝜆2𝑤

⊺𝑥𝑖 + sup
𝑡≥0

𝑤 𝑝
2 − 𝜆1 𝑡2 + 2𝑤⊺𝑥𝑖 − 𝜆2 ⋅ 𝑤 𝑝𝑡

= 𝑤⊺𝑥𝑖
2 − 𝜆2𝑤

⊺𝑥𝑖 +
2𝑤⊺𝑥𝑖−𝜆2

2
𝑤 𝑝

2

4𝜆1− 𝑤 𝑝
2 , 𝜆1 > 𝑤 𝑝

2
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𝜆 최적화

- 𝐻 𝜆1, 𝜆2 ≔
1

𝑁
σ𝑖Φ 𝑥𝑖 + 𝜆1𝛿 + 𝜆2𝛼

- 𝜆2 에 대해 미분 후 정리→ 𝜆2
∗ = 2𝛼 −

2𝐶𝜆1

𝑤 𝑝
2 ; 𝐶 = 𝛼 − 𝑤⊺ ҧ𝑥

- ȁΦ 𝑥𝑖 𝜆2
∗ = 𝑤⊺𝑥𝑖

2 − 2𝛼 −
2𝐶𝜆1

𝑤 𝑝
2 𝑤⊺𝑥𝑖 +

2𝑤⊺𝑥𝑖−2𝛼−
2𝐶𝜆1
𝑤 𝑝

2

2

𝑤 𝑝
2

4𝜆1− 𝑤 𝑝
2 , 𝐶 ≔ 𝛼 − 𝑤⊺ ҧ𝑥, 𝑑𝑖 ≔ 𝑤⊺ 𝑥𝑖 − ҧ𝑥 , 𝜅 ≔ 𝜆1 − 𝑤 𝑝

2 > 0

= 𝑑𝑖
2 1 +

𝑤 𝑝
2

𝜅
+ 𝑑𝑖 2𝑤

⊺ ҧ𝑥 − 𝜆2
∗ + 2𝐶 + 𝑤⊺ ҧ𝑥 2 − 𝜆2

∗𝑤⊺ ҧ𝑥 +
𝐶2𝜅

𝑤 𝑝
2

-
1

𝑁
σ𝑖Φ 𝑥𝑖 = 1 +

𝑤 𝑝
2

𝜅
𝑤⊺Var 𝑥 𝑤 + 𝑤⊺ ҧ𝑥 2 −𝜆2

∗𝑤⊺ ҧ𝑥 +
𝐶2𝜅

𝑤 𝑝
2

𝐻(∗) 정리 - 산술-기하평균

- 𝐻 𝜅 =
1

𝑁
σ𝑖Φ 𝑥𝑖 + 𝜅 + 𝑤 𝑝

2 𝛿 + 𝜆2
∗𝛼 = 𝑤⊺Var 𝑥 𝑤 + 𝑤⊺ ҧ𝑥 2 + 2𝛼𝐶 − 2𝐶2 + 𝛿 𝑤 𝑝

2 + 𝜅 𝛿 −
𝐶2

𝑤 𝑝
2 +

𝑤 𝑝
2𝑤⊺Var 𝑥 𝑤

𝜅

= 𝑤⊺Var 𝑥 𝑤 + 𝑤⊺ ҧ𝑥 2 + 2𝛼𝐶 − 2𝐶2 + 𝛿 𝑤 𝑝
2 + 2 𝛿 𝑤 𝑝

2 − 𝐶2 𝑤⊺Var 𝑥 𝑤

- ℎ 𝛼, 𝑤 = 𝔼𝑄 𝑤⊺𝜉 2 + 2 𝛼 − 𝑤⊺ ҧ𝑥 𝑤⊺ ҧ𝑥 + 𝛿 𝑤 𝑝
2 + 2 𝛿 𝑤 𝑝

2 − 𝛼 − 𝑤⊺ ҧ𝑥 2 𝑤⊺Var 𝑥 𝑤 = 𝑤⊺Var 𝑥 𝑤 + 𝛿 𝑤 𝑝

2
+ 𝛼2
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